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(AUS EINEM BRIEFE AN HERRN ALFRED LOEWY)

VON
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Die Grundlage des Beweises für Ihren kürzlich veröffentlichten Satz über

die grössten vollständig reduciblen Gruppen, die zu einer Gruppe linearer homo-

gener Substitutionen gehören, bildet, wie Sie wissen, der in § 2 Ihrer Arbeit

(Über die vollständig reduciblen Gruppen, die zu einer Gruppe linearer

homogener Substitutionen gehören, Transactions, vol. 6, pp. 504-533),

bewiesene Hilfssatz. Zu seinem Beweise berufen Sie sich auf einen Aufsatz von

Herrn Maschke. Bei der Leetüre Ihrer Arbeit fand ich, dass man an die

Stelle Ihres Hilfssatzes folgenden Satz treten lassen kann, den ich verhältnis-

mässig einfach ohne Heranziehung fremder Untersuchungen bewies.    Es seien

2IU    0 b„    0
(21) und (23)

•"21       ^22 "21       "22

zwei ähnliche Gruppen linearer homogener Substitutionen in n Variablen ; ihre

Bestandteile 21,, und b„ mögen Gruppen in v bezüglich ir Variablen sein, 1» < n,

•tr < n.    Die Substitutionen von 21 mögen lauten :

(1) Pi-EO: (¿=1,2,. ■-,»);
«=1

t habe hierbei die Werte 1,2, 3, • ■ •, und charakterisire die einzelnen Substitu-

tionen der Gruppe 21.    Da die Gruppe 21 die Form ( 21 ) hat, werden sich in

(1) die ersten 1» Variablen in der Form :

(2) *,-2>52y; (i=l,3,...,v)
*=i

transformiren, es wird also für i = v, k > v stets éfl = 0 sein.

* Presented to the Society at the New Haven summer meeting, September 3, 1906. Received

for publication May 8, 1906.
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Die Substitutionen von 23 mögen

(3) ■*-I>iï< (¿ = 1,2, ••-,»)
s=l

lauten ; der obere Index t, der die Werte 1,2,3, • • • annehmen möge, soll dabei

auf die Zuordnung der Substitutionen von 2t und 23 hinweisen. Die ersten tt

Variablen, welche die Substitutionen der Gruppe b„ bestimmen, werden Sub-

stitutionen der Form :

(4) *,=i;>x «=i,2,...,.)*=i
erleiden.

Da die Gruppen 21 und 23 ähnlich sind, so wird eine Transformation:

(5) *i~T.9i.y. ('¿=1,2, •••,»)

von nicht verschwindender Determinante \qa\ existiren, die mit ihrer cogre-

dienten

(5') *;»2?i.y: (i=i,2,...,,,)
s=l

alle Substitutionen der Gruppe 21 in die entsprechenden von 23 überführt.

Ich habe mich der gleichen Bezeichnungen wie Sie auf Seite 514 bedient ;

nur habe ich statt Ihres Buchstabens gx der griechischen Buchstaben ir ver-

wandt, ferner setze ich nicht voraus, dass b„ eine irreducible Gruppe ist.

Anstelle Ihres Hilfssatzes beweise ich folgenden Satz :

Sind die vorhin charakterisirten Gruppen 2t und 23 ähnliche Gruppen

linearer homogener Substitutionen und bestehen zwischen yx, y2, ■ ■ •, yv und

zx sa, • • «, zw genau p linear unabhängige lineare homogene Relationen, so

haben die Gruppen 21,, und b„ eine Gruppe von p Variablen gemeinsam,

d. h. 2t„ und b,, sind zwei Gruppen der Form :

2l„    0 2l„    0
und

**îl       -^22 "21       "22

ähnlich; hierbei definirt 21,, eine Gruppe linearer homogener Substitutionen in

p Variablen.

Die p linearen homogenen unabhängigen Relationen zwischen yx,y2, ■ • •, yv

und zx, z2, ■ ■ ■, zw , die nach (5) lineare homogene Functionen von yx, y2, ■ • •, yn

sind, mögen lauten:

(6)   e[% 4 efyt + .. • + é?yv +f?\ +f<£\ 4 ■ ■ ■ +/<?% =0   (a = 1, 2, • •, „).
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Setzt man :

W TK = e'»yx 4 efy2 + . •. 4- e[»yv (x = i, g, ■ • -, P),

(8) Zk = -./>, -/W, ... _/wZw (1 = 1,2,.-.,P),

so gehen die p Relationen (6) über in :

f; = 2»j, F2 = Z2, ■ • -, Yp = zp,

wo die linken Seiten von den y allein, die rechten Seiten von den z allein

abhängen. Sowohl die p Functionen Yx, Y2, ■■■, Y als auch die p Func-

tionen Zx, Z2, ■ • •, Z sind wegen der Bedeutung von p linear unabhängig. Zu

den p Functionen Yx, Y2, ■ ■ •, Y der Variablen yx,y2, • • -,yv mögen noch v — p

weitere lineare homogene Functionen Yp+X, Yp+2, ■■■, Yv der yx,y2, ■■•, yv,

und zu den p Functionen Zx, Z2, ■ • •, Zf der zx,z2, ■ ■ ■, zv noch it — p weitere

lineare homogene Functionen Z x, ZpJr2, ■ ■ -, Zn der zx,z2, •••,»„ so zugefügt

werden, dass Yx, Y2, ■■ -, Yv und ebenso Zx, Z2, • • -, Zv unabhängig sind.

Entsprechend den p Relationen (6) bestehen für die cogredienten Variablen

y' und z genau die gleichen Relationen, in denen für y und z die Veränderlichen

y' und %' stehen.    Führt man in entsprechender Weise wie

FA    (\ = l,2,...,z»)        und        ZK    (X = 1,2,...,tt)

die cogredienten Veränderlichen

Y'k    (\=l,2,...,v)        und Z'K    (X=1,2,...,tt)

ein, die wie Yk und Zk aus den y und z in genau gleicher Weise aus den y'

und z gebildet sind, so sind einerseits Y\, Y'2, • • •, Y'v und andererseits

Z[, Z'2, •■■, Z'„ linear unabhängig, und zwischen  ihnen  bestehen  nur die p

Relationen :

Y[ = Z[,  Y'2 = Z'2, ■■■, Y'f = Z'?.

Durch Einführung der neuen Veränderlichen geht die Gruppe 2l„ in eine

ähnliche Gruppe Axx in den Veränderlichen Y und Y' über ; ihre Substitu-

tionen sind etwa von der Form :

(9) F. = X><¿F-; (» = i,2,...,,).
¡t=l

Die Gruppe b„ wird einer Gruppe ßxx in den Variablen Z und Z' ähnlich,

deren Substitutionen etwa lauten :

(io) 2< = *fsM (¿=i,2,...,.).

Für jede Substitution der Gruppe Axx ist nach (9) Yx eine lineare homogene
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Function von Y'x, Y'2, ■ ■ •, Y[,. Da für jede Substitution der Gruppe ßxx die

Variable Zx nach (10) eine lineare homogene Function von Z'x, Z'2, ■ ■ -, Z'^ ist,

folgt aus der Relation Yx = Zx, dass Yx auch eine lineare homogene Function

von Z\, Z'2, ■ • •, Z'^ ist. Hieraus ergiebt sich, dass für jede Substitution der

Gruppe Axx die Variable Yx ausschliesslich lineare homogene Function von

Y'x, Y'2, ■■-, Y' ist. Sie werden dies unmittelbar einsehen. Es gilt näm-

lich allgemein, dass jede lineare homogene Function von Y'x, Y'2, • ■ •, Y'v, die

gleichzeitig lineare homogene Function von Z'x, Z'2, ■ ■ ■, Z'„ ist, eine lineare

homogene Function von Y[, Y'2, ■ • •, Y'p allein ist. Dies folgt einfach

daraus, dass jede lineare homogene Function der eben beschriebenen Art eine

Relation zwischen Y'x, Y2, • • •, Y'v und Z[, Z'2, • ■ •, Z'n zur Folge hat. Diese

muss aber, da zwischen Y[, Y'2, ■ ■ ■, Y'v und Z[, Z'2, ■ • ■, Z„ nur die p

Relationen

Y[ = Z[, Y'2 = Z'2, ■ ■ ■, Y'p= Z'p

bestehen, eine Folge dieser p Beziehungen sein, also von Y'p+X, Y'p+2, Y'v und

■^P+i, ^p+2' •'•♦ Z'n frei sein.

Genau das gleiche Resultat wie für Yx gilt offenbar für Y2, Y3, • • •, Y ,

daher lauten die ersten p Transformationen der Gruppe Axx :

JPi-ÎJ^^Î (¿ = l,2,...,p).
*=i

Aus

YK=ZK, Y'k=Z'K (a = i,2,..-,p)

ergiebt sich, dass die ersten p Transformationen von /3„:

lu p

Zi-L,*¡¿Z'* (¿=i,2,.-.,p)
k-l

lauten.    Hiermit ist mein Satz bewiesen.

Ist b„ im besonderen eine irreducible Gruppe, so muss wegen der Irreduci-

bilität von bu für p > 0 die Gruppe 2lu zu b„ ähnlich sein. In dem Falle, dass

b„ eine irreducible Gruppe ist, bezeichne ich die Anzahl ihrer Variablen statt

mit dem Buchstaben ir mit dem nämlichen Buchstaben gx wie Sie. Da dann b„

ein Bestandteil von 2l„ ist, müssen die Variablen zx,z2, • • •, zgx von b„ lineare

homogene Functionen der Variablen yx, y2, ■ ■ -, yv von 2tu sein, d. h. es werden

Relationen :
a=v

zi = T,ri.y. (¿=1,2, ••-,?,)
i=l

bestehen ; hierbei sind die v ■ gx Grossen ru Constante.    Aus (5) ergiebt sich

dann :

(il) Sîtoy.-2f|.y. (¿=i,2,...1?1).
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Da yx,y2, • ••, yn linear unabhängige Variablen sind, müssen in den gx Rela-

tionen (11) die Grossen rik = qik für i = gx, k = 1, 2, ■ ■-, v und q.k = 0 für

i = gx, k > v werden. Ist b„ also eine irreducible Gruppe, so lauten für p> 0

die ersten gx Gleichungen der überführenden Transformation (5) :

k=v

fci-Zsr«?* (¿=i,2, ••,«,,).

Dies ist der von Ihnen auf Seite 515 ausgesprochene Satz.

Das angewandte Beweisverfahren führt keine Irrationalitäten ein ; daher

gilt es auch für den Fall, dass die Coefficienten sämtlicher Substitutionen der

Gruppen 21 und 23 einem Zahlkörper Í1 angehören und man sich, wie Sie es im

§ 6 Ihrer Arbeit tun, ausschliesslich im Körper Í2 bewegt.


